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Using the Riesz space structure of Sobolev spaces of real positive order 
less than one we prove a new trace theorem and a dual estimate for the solution 
of variational inequalities of Neumann type. 
Soit Q un ouvert borne de UP et I’, une partie non vide de la front&e r de 9. 
Soit d’autre part IJ une fonction reelle definie sur 52. On considere la fonction 
reelle o definie sur Sz qui verifie: 
et d’energie 
I sa (grad 4” (2) 
minimum parmi toutes les fonctions verifiant (1). Un des buts de cet article 
est de prouver que cette fonction o verifie les deux inegalites: 
0 > --da > (-4~) A 0; (3) 
On trouvera au paragraphe III.2 quelques commentaires bibliographiques sur 
cette question. Contentons nous ici de dire qu’elle a CtC ttudiee de facons in- 
dependantes en theorie abstraite du potentiel [8], [9], [l] et en theorie des 
equations aux dCrivCes partielles [5], [7], [12]. 
On adapte ici pour definir le probleme (l), (2) un point de vue variationnel en 
cherchant une solution faible u dans l’espace de Sobolev reel W(a). Quant aux 
inCgalitCs (3) et (4) nous leur donnons un sens en utilisant la structure ordonnee 
des espaces W(Q), EW2(T) et de leurs duals. 
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Une premiere difficult6 est de definir dans (4) la trace de la d&i&e normale 
de o sur une partie de la front&e de Q. En effet, si on suppose seulement que 
l’obstacle I/ est dans W(Q), la solution 0 n’est pas dans ‘P(Q) ni m&me justiciable 
des theoremes de trace classiques. Les deux premiers paragraphes de cet article 
sont done consacres en particulier a l’obtention d’une formule de Green qui 
permette d’interpreter les problemes unilateraux tels que (l), (2) sans hypothese 
de regularit sur # (theoreme 5). Ceci se fait en utilisant la structure d’ordre 
de N’(Q) (theoreme 1) qui conduit a une formule de Green abstraite (definition 1 
et theoreme 2) servant a definir une trace sur I ou sur une partie de I’ pour la 
dCrivCe normale, trace dont le caractere intrinseque est prouve au theoreme 3. 
Les inegalites du type (3), (4) font l’objet des theoremes 7 et 7’. Elles ap- 
paraissent essentiellement comme une interpretation via les thtoremes 1 et 2 
du principe de la reduite dont on trouve dans [l] une demonstration dans le 
cadre des espaces de Dirichlet. 
Signalons enfin que pour Cviter trop de lourdeur technique nous avons fait 
d’emblee des hypotheses de regularit maximale sur I’ouvert D et les coefficients 
de l’operateur differentiel. Les resultats restent cependant valables sous des 
hypotheses moins restrictives qui peuvent Ctre utiles dans certaines applications 
(voir [3]). 
Ce travail developpe et complete les resultats annonces dans [2]. 
Le plan de I’article est le suivant: 
I. Ordre sur W(Q). 
1. Definitions et premieres propriMs de l’ordre sur W(Q), certains de ses 
sous espaces et leurs duals. 
2. Comparaison des duals d’ordre. Restriction et prolongement. 
3. Decompositions du dual d’ordre en sommes directes ordonnees. 
II. Formule de Green. 
1. Trace sur I’ de la d&&e conormale. 
2. Caracdre intrinseque de la d&i&e normale definie a partir de la 
deride conormale. 
3. Cas des probkmes m&k. 
4. Remarques. 
III, Applications. 
1. Interpretation d’equations et d’inequations variationnelles. 
2. Estimation pour la solution du probleme d’obstacle. 
3. Caracterisation de la solution du probleme d’obstacle de type m$lC. 
4. Comparaison pour l’ordre spkifique. 
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I. ORDRE SUR H&i?) 
I. 1. D@nitions et premihes proprit%s de l’ordre sur Hi(Q), certains de ses sous 
espaces et leurs duals 
Soit Sz un ouvert borne tres regulier de Rn de front&e I’. On designe par 
Hl(52) l’espace de Sobolev: 
Hi(Q) = {u EP(Q); Vol E N”, j 011 = 1, D=u ELM}. 
Toute fonction u appartenant a W(9) admet une trace sur la frontiere r de G’: 
you = u Ii-. 
y0 est une application lineaire continue surjective de Hl(SZ) sur l’espace de 
Sobolev fractionnaire H1j2(lJ. Pour les details sur ces questions nous renvoyons 
a [6] par exemple. 
Soit F, un ouvert non vide de r, on note 
y$: Hl(s-2) -+ H 1’2(r,) 
l’application qui a u appartenant Q Hl(JJ) associe la restriction a r, de you et 
on pose: 
vp, r,) = {u E fPp); &4 = 0). 
Quand r, = r on note usuellement V(Q, r) = H,l(sZ). 11 sera commode pour 
la suite d’adopter la convention suivante: 
yo” = 0, v&Q, aa> =Hysz). 
On suppose en outre que V(G, r,) co’incide avec I’adhCrence dans Hl(SZ) de 
l’espace 53(0 - r,) des fonctions @‘(a) a support compact dans D - .$, . 
Cette hypothbe est en particulier vCrifiCe lorsque r, est un ouvert trbs regulier 
de r. 
On munit La(Q) (resp. L2(r)) d e ‘or 1 d re naturel: u est une fonction positive 
si et seulement si u est positive presque partout. DCsignons par V l’espace 
V(sZ, r,) oh r, est un ouvert de r. Muni de l’ordre induit par celui de L2(sZ), 
V est un sous espace coreticule de L2(!G): si u A v et u v v designent respective- 
ment les bomes inferieure et superieure de deux elements u et v alors, quand 
u et v appartiennent a V, u A v et u v v sont aussi dans V. De m&me EW(r) 
est un sous espace coreticule de L2(r). L’application trace ~2 est un homo- 
morphisme de Riesz de Hl(SZ) sur H”l”(I’,), en d’autre termes si u et v appartien- 
nent a Hi(Q) onza: 
yfyyu A v) = (y&d) A (y&). 
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On en dtduit que V est un sous espace is016 de Hi(Q): tout Clkment de W(Q) 
dont la valeur absolue est majorte par un ClCment de V est rhessairement 
dans V. 
On dksigne par V+ le c6ne des ClCments positifs de V; V est positivement 
engendrk par V+: 
v = v+ - v+ 
On introduit sur V’, dual de V, l’ordre dual:f appartenant a V’ est dit positif si: 
vu E v+, <f, u> Y’.V 3 0. 
Le c&e positif (V’)+ de v’ n’engehdre pas v’. Autrement dit un Clkment quel- 
conque f appartenant g V’ n’admet pas rkcessairement de partie positive f + = 
f v 0 et de partie nkgative f - = -(f A 0). 
EXEMPLE 1.1. f = C,^_, alln - IZ(lin)+(l,n~) appartient g H-l(]O, 1[) mais 
n’appartient pas ?i (H-l(]O, l[))+ - (IF(]O, I[))+. 
On introduit done I’espace: 
v* = (v)+ - (vy. 
EXEMPLE 1.2. V* contient I?(Q) mais ne contient pas I’espace vectoriel des 
mesures de Radon k support compact dans J? qui appartiennent h V’. La proposi- 
tion suivante donne une caracthisation de V* et montre qu’une condition 
nkcessaire et suffisante pour qu’un ClCment de V’ admette une partie positive 
est qu’il admette un majorant positif. 
PROPOSITION I.1 (voir par exemple [ll]). Pour que f appurtenant h V 
admette une partie positive f + appartenant cf V’ il faut et il sufit que f soit born6 
SW tout intervalle d’ordre et on a alors: 
vu E v+, <.f +, u> V’. v = oTu <f, v> V’. v * 
..; 
(I-1) 
Dhwnstration. Pour que f et 0 admettent une borne supkrieure, il est 
Cvidemment nCcessaire que f soit bornCe suptkieurement sur un intervalle 
d’ordre [0, u] avec u ClCment de V+ et on vkrifie qu’alors f est bornte sur tout 
intervalle. Inversement supposons f bornCe sur tout intervalle d’ordre et con- 
sidkrons la fonctionnelle F dkfinie sur V+ par la formule: 
vu E v+, F(u) = SUP <f, v>v’. v . 
OSUSU 
VCV 
On montre que F se prolonge a V = V-t - V+ en une forme 1inCaire encore 
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notke F. Cette forme est positive done continue en vertu d’un thCo&me de Klee. 
Comme F est par ailleurs le plus petit majorant algkbrique positif de f, ceci 
achke la dkmonstration. 
Le r&ultat prCcCdent permet de montrer que V* coincide avec l’espace 
vectoriel des formes linkaires bornkes sur tout intervalle d’ordre (dual d’ordre). 
De plus V* est un espace de Riesz qui est complktement rCticulC. Plus gtnCrale- 
ment pour qu’une partie de V’ admette une borne supkrieure dans V’ il faut 
et il suffit qu’elle soit major&e. 
1.2. Comparaison des duals d’ordre. Restriction et prolongement 
Soient I’, et r, deux ouverts distincts de r tels que T, C I’, ; on note Vi = 
V(0, T’,), i = 1, 2, et on peut identifier VI B un sous espace de V,(I’, peut &tre 
Cventuellement vide auquel cas V, = W(Q)). On suppose que T’, , r, et 
A 
C = r, - r, sont des ouverts trks rkguliers de r. On note ( , >i la dualit 
entre Vi et V,l, i= 1,2. Soit p: Vi + Vi la transposke de l’injection de V, 
dans V, . Si fi appartient a Vi , fi = pfi est done la restriction de fi i VI . 
PROPOSITION 1.2. La restriction p est un homomorphisme de Riesz de V.f dans 
v; . 
Dbmonstration. La restriction est une application linkaire de V$ dans Vc 
qui vtkifie p(f. v 0) = p(f%) v 0. 
En effet, d’aprb la proposition I.1 : 
Comme VI est un sous espace isolt dans V, , la restriction p(f2+) prend en u, 
ClCment de VI+, la valeur: 
Ce qu’il fallait dkmontrer. 
11 est important de noter que la restriction p n’est pas surjective. 
EXEMPLE 1.3. f = cf, (l/n)&, appartient B (H-l(]O, l[))+ mais n’admet 
pas de prolongement sur W(]O, l[) qui soit positif. 
Nous allons caracteriser l’image de p et montrer que p posdde un inverse 2 
droite minimum. 
On note O+(Vl , V,) le c&e des ClCments de (Vi)+ qui sont prolongeables 
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en un Clement de (Vi)+. On a done p( Vi)+ = @+( V, , V,) et par suite en posant: 
O(V, , V,) = o+( v, ) V,) - o+(v, ) V,) 
on a: 
pvz* =@(VI , V,). 
II r&ulte de la proposition I.2 que @(Vi , V,) est un espace de Riesz. Le c6ne 
O+(Vr , V,) est caracterise par la propriete suivante: 
PROPOSITION 1.3. Soit fi une forme linkaire positive SW V, . Pour que fi se 
prolonge en une forme linbaire positive sur V, il faut et il suflt que: 
vu, E v2+, (I-2) 
La forme fi admet alors un prolongement positif continu minimum rrfi qui est dt@i 
par: 
Dhonstration. La condition (1.2) est necessaire; en effet si fi E Vi est un 
prolongement positif de fi on a: 
vu2 Ev2+, vu, E v1+, 0 < Ul e UP, 
(f2 Y u2)2 b <fi 7 Ul>2 = <fi 9 u1>1 f
Reciproquement si fi verifie (1.2), on definit fi sur V,+ par: 
vu, E v,+ fi(U2) = ,“:I$ <fi 9 %>I ’ 
O&u, 
I1 est clair que f2 est positivement homogene sur V2+. Montrons que f2 est 
additive sur V,+. La sur additivite est Cvidente: 
vu,, v2 E v2+, f2@2 + v2> >f2@2> +f2@2)* 
Soient u2 , va E V2+, a tout wi E VI+, w1 < uz + v2 , on associe, ill = w1 h u2 et 
vi = wi A v2 . Comme VI et isolt, ui et vi appartiennent B VI+. D’autre part on a: 
Wl s Ul + Vl G F2 + v2 , % G u2, VI e v, 
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Commef, est positivement homogene et additive sur Va+,fi admet un prolonge- 
ment lineaire positif sur Va unique f2 . Ce prolongement est dCfmi par: 
vu, E vi? 3 f&J = f&2+) -f&z-). 
I1 est Cvidemment continu et minimum, dans toute la suite nous le notons ?rfi . 
COROLLAIRE 1.1. Soit f E V,* . Pour que f appartienne ci @(VI , V,) il faut et 
il @it que 
vu, E vs+, SUP (f, %>I < a* (I-4) 
%EVl 
l%lG?z 
On verifie facilement que l’application: 
Tr: e+(v, , V,) -+ v,* 
est positivement homogbne et additive. On peut done dkfinir un prolongement 
lineaire et positif de T a @(VI , V,), not6 encore rr, en posant: 
Vf (5 @(VI, Vi?), 5-f = lrff - 7rf-. 
D’autre part comme n(f+) - n(f-) = (rf)+ - (nf)- on a n(f+) > (rf)+ et par 
ailleurs comme (vrf )+ est un prolongement positif de f +, le prolongement mini- 
mum n-(f+) verifie n(f +) < (rf )+. Par suite w( f+) = rr( f )+ ce qui prouve que 
T est un homomorphisme. 
En resume: 
PROPOSITION 1.4. L’application TT: @(VI , V,) + Vg est un homomorphisme 
de Riesz qui est l’inverse i droite minimum de l’homomorphisme p, 
On a pour l’application TC la propriM d’approximation suivante: 
PROPOSITION 1.5. Soit K, la suite croissante de compacts d@nie par: 
K,=~\(r,+B(o,&)) ’ ( ’ )- ou B 0,; -{(x~R~;/I~jl<l/m}. (1-5) 
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Soit 01, une suite de multiplicateurs de V, vt%-ijiant: 
O< %n < 1; %lK, = 1; VUE v,, cx,UE v,. (I-6) 
Alors pour tout f appartenant Li O( V, , V,) et pour tout u appartenant h Vz on a: 
(77- u& = 1h-k (h GU)I. ?r*m (I-7) 
R~cciproquement sif appartient h (Vi)+ et si la suite (f, a,u> a une limite pour tout u 
dans V, alors f appartient ci O+( V, , V,) et on a (1.7). 
Dimonstration. On se ram&e immediatement au cas oh f et u sont positifs. 
Soit fm la suite de formes lineaires definies par: 
En utilisant (I.2), (I.5), (1.6) on verifie que la suite fm converge simplement sur 
V, vers une forme lintaire F telle que 0 < F < nf. Or F est un prolongement de 
f, en effet F et f coincident sur 9(fi - rr) qui est dense dans V, . Par suite 
F = nf. 
Reciproquement soit F definie par: 
vu E v, , <F, uh = lim (f, ~lmi(>~. m+m 
Alors F est une forme positive sur V, qui coincide avec f sur 9(D - fr). Par 
suite f est dans O+( VI , V,). 
Remarquons que dans la rkiproque l’hypothbe de positivite de f est indis- 
pensable. 
ExEMPLE 1.4. f = Ina2 l/n&,, - 8(rln)+(rl,+r) appartient B (H’(]O, 2[))* 
mais n’appartient pas a @(H,l, Hl). Cependant, pour la suite de multiplicateurs 
‘Y, d&finis par: 
c&&(t) = mt, O<t&, 
m 
%7&(t) = 1, -;-<t<1, 
or,(2 - t) = q&>, 
la suite (f, OI,U)~-.~,~,~ a une limite pour chaque u appartenant a W. 
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1.3. D&compositions du dual d’ordre en sommes directes ordonnkes 
On a le theoreme de structure suivant: 
TH~OR&ME 1. QT(@( VI , V,)) est une bande de Vz. On a la dkomposition en 
somme directe ordonkee: 
v,* = +ql/l 3 VA) 0 (4@(Vl , Vs>)Y 
et Za bande des &ments e’trangers ci T( O( VI , V,))-T( O( V, , Vz))‘-est isomorphe 
en tant qu’espace de Riesz CI (V,/V,)*. 
De’monstration. Pour simplifier l’ecriture adoptons la notation suivante: 
0 = O( P‘, ) c-,). 
1” ~0 est une bande. 
LEMME. Soit f E 0 et G E V,* dont la restriction h V, est notie g. Alors les 
deux formes T et G - v sont e’trangkres sur V, . 
Nous montrons tout d’abord qu’on peut se ramener au cas oh f et G sont des 
formes positives. En effet supposons que l’on ait: 
(~Ifl)~(IGl--l/lI)=0. 
D’apres la proposition 1.4, on a d’une part: 
et d’autre part: 
alfl=lTfl 
G - ng = G+ - G- - (rrg)+ + (n-g)- = G’- - n(g+) - (G- 
G’ - n(g+) > 0, G- - a(g-) > 0, 
(1.9) 
4-h 
ce qui montre en particulier que / G - Tg 1 < 1 G 1 - r(i g I). I1 resulte alors 
de (1.9) que: 
Ivf/hIG--g/=0. 
Supposons done dans la suite que f et G sont positifs. L’CgalitC (1.9) Cquivaut a: 
vu E Vs+, vpv;+ (<nf, w>z + (G - ng, =A) = 0. (I-10) 
WEVf 
U+Ul=U 
Pour montrer (1.10) nous allons construire pour chaque u appartenant 2 V,+ 
deux suites Use et w, telles que: 
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v, E va+, w, E vzvz+, v, f w, = u, 
,$ <rf, vm>z + <G - w, ~,,,>a = 0. 
Soit Km la suite croissante de compacts definie par (1.5) et cr.,, une suite de 
multiplicateurs de V, verifiant (1.6). On associe B am. les deux suites v, = 
(1 - %J% w, = OL,,U. On a evidemment V~ E Vz+, w, E Vz+, v,,, -j+ w, = u. 
De plus w, E V,+ done (G - rg, w,)s = 0. Par aiheurs, d’aprts la proposition 
1.5, lirnm,, (rf, v,) = 0, ce qui termine la demonstration du lemme. 
De ce lemme on deduit que ~0 est un sous espace isole de V$. En effet, 
soit G un Clement de V$ tel qu’il existe un element f de 0’m pour lequel on ait 
1 G 1 < vf. Alors on a a fortiori 
et done IG/--l/g/ =(IG/-njg~/)~mf=O. Comme aest un homo- 
morphisme on a bien G = rg done G appartient a ~0. 
11 reste a verifier que pour toute partie de rr0 majoree dans Vz la borne 
superieure dans V.$ appartient a a0. Soit Fi une famille d’tlements de x0 
majoree dans V,* et notons F sa borne superieure dans V$. La borne superieure 
dans VT : g = vi pFi verifie pFi < g ,( pF, done, comme 0 est isole, g appartient 
B 0. D’autre part 7rg 3 ?rpFi = Fi done rrg 3 F. Ceci montre que F = rg 
et done que F appartient a ~0. 
2” D’apres le theoreme de Riesz, V,* se decompose en une somme directe 
ordonnee 
v,* = 7r0 @ (Toy, 
oh (~0)~ designe la bande des elements &rangers a ~0. Tout Clement F de 
Vz se decompose done de maniitre unique sur les deux bandes &rang&es en 
F=rpF+(F-rpF). 
On verifie aisement que (~0)~ coincide avec le sous espace de V$ compose des 
formes qui s’annulent sur V, et que, (~0)~ est isomorphe en tant qu’espace de 
Riesz a (VI/V,)*. 
Nous allons maintenant, en utilisant les theortmes de trace, donner une autre 
interpretation de (rrO(Vz , VI))*. Explicitons d’abord les cas particuliers qui 
seront utiles pour les applications. 
ler cas: r, = r, rs = a. 
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COROLLAIRE 1.2. La bande v(O(H2(s2), Hi(Q)))’ est isomorphe d: Z’espace 
(H112(r))* dual d’ordre de H1lz(I’) et on a 
(Hi(Q))” = nO(H,1(Q), HI(Q)) @ ty,(Hlqr))*. (1.11) 
Dbmonstration. L’application trace y0 est un homorphisme de Riesz de 
W(B) sur EW(T), son noyau est N,‘(Q). Sa transposee +,, est done un iso- 
morphisme de (H112(r))* sur le sous espace de (P(Q))* compose des formes qui 
s’annulent sur H,‘(Q). 
2eme cas: r, # r, r, = E5. 
COROLLAIRE 1.3. La bande T(@( V(Q, T,), Hl(Q)))l est isomorphe ci (H1’2(T’l))* 
dual d’ordre de H112(I’,) et on a: 
(H’(Q))* = &I( V&Q, T,), H’(Q)) 0 “&H”“(Q)*. (1-1X) 
La demonstration est identique a la precedente car ~3 est une application 
surjective de Hi(Q) sur H1/2(I’,). 
3eme cas: T, = r, r, f 0. 
Ce cas correspond a celui qui intervient dans 1’Ctude des problemes m&k. 
La situation est differente de celle des deux cas precedents car l’application 
g: v(sz, r,) + H~.z)(~ = r - r,) 
n’est pas surjective. Nous introduisons comme dans [6] le sous espace Hii2(,Z) 
de H112(L’) qui est defini par: 
H:f(Z) = {u E H1’2(Z) 1 S-1’2u E L2(Z)} 
oti 6 est une fonction ‘P(z) Cquivalente B la distance a 82. L’espace HAi2(Z) 
est muni de la norme: 
Alors l’application trace sur 2 est lineaire continue surjective de V(G), I’,) sur 
HAi2(Z); nous la notons: 
I&: V(Q, r,) - H$,2(Z). 
On verifie saris peine que HhL2(Z) est un sous espace coreticule de L2(Z) et que 
l’application ,,Y,,~ est un homorphisme de Riesz de V(Q, r,) sur HAh2(Z). 
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COROLLAIRE 1.4. La bande V( @(H,,~(Q), V(sZ, I’,)))l est isomorph h (Hii2(E))* 
dual d’ordre de Hih2(z‘) et on a: 
~(0, r,)” = T&H,+), V(f2, r,)) 0 tor~‘?H%2(~))*. (I-13) 
Dthonstration. On procede comme au corollaire 1.2. I1 suffit de verifier que 
le noyau de ey,,z est H01(!2). En effet si u appartient a V(Q, T,) alors le prolonge- 
ment par 0 de eyoru en dehors de ,Y: x appartient a H1i2(I’) et on a ‘you = 
03/O =u. 
Pour le cas le plus general: T2 C I’, , I’, # I’, I’, # iz, , on pro&de comme au 
corollaire I.4 en introduisant cette fois l’espace: 
,,H:‘“(Z) = {u E H1”(Z)8/ 8-l”, E L2(Z)) 
oh 2 = r>2 et 6 est une fonction SF(B) Cquivalente a la distance a ar2 
(notons que ar, # aZ:>. 
II. FORMULE DE GREEN 
II, 1. Trace SW r de la dkrivke conormale 
Soit a une forme bilinkire bornte sur Hl(.Q) d&rue par: 
Vu E Hl(SZ), vv E W(Q), 
a(u, v) = C J3, aij(x)D+ Djv dx + C J a,(x)Diuv dx + S, so(x) uv dx 
l&n lQq2 fl 
oti les coefficients appartiennent a %$J). On suppose que a est une forme 
coercive sur HO’(Q). On associe a la forme a les applications: 
A E 9(H1(Q), (H’(J’4>‘>, 
L E 9(H1(Q), H-l(Q)) 
definies respectivement par: 
Vu E Hl(SZ), Vv E H1(i2), <Au, v)~H~~n~~~,H~~n~ = 4% 4, 
Vu E Hl(sZ), Vv E H&2), (Lu, v)+(D) HltSaf = 4% v). ’ 0 
Pour tout u appartenant a H’(Q), L u est la restriction de Au a H&Q), autrement 
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dit L = p o A oh p designe la restriction: (Hi(Q)) + H-l(Q). On pose 8 = 
@(HJ(Q), Hl(8)) et on note: 
Hi.o = (24 E Hi(Q); Lu E S}. 
On munit cet espace de la norme: 
DI’ZFINITION. Pour tout u appartenant a Hi,, on appelle trace sur r de la 
dCrivCe conormale de u par rapport g a 1’ClCment yau de Z!W2(r) qui est defini 
par: 
$,yau = Au - in Lu. (11-l) 
Cette relation definit y,u sans ambigu’ite car la forme Au - aLu est nulle 
sur &r(Q) et introduit done l’application ya : Hi,, + EWz(r) qui est clairement 
lineaire et continue. 
Remarque. Lorsque Au appartient a (H’(Q))* alors les composantes de Au 
sur 9~0 et sur (7rO)l sont respectivement rrLu et tyoy@ (cf. corollaire I-2). 
Nous allons montrer, ce qui justifiera l’appellation “trace de la d&i&e co- 
normale”, que y. est un prolongement par densite de la trace de la dCrivCe 
conormale habituelle. Nous avons d’abord besoin du resultat suivant: 
LEMME 11.1. L’espuce @P(a) est dense dam Hi,, . 
D.honstratahn. L’espace U-0(@ est evidemment contenu dans H& . Soit 
u E HZ,s et posons F = TLU. I1 existe une suite F, d’elements de %+(a) qui 
converge vers F dans (W(Q))‘. Alors la suite des restrictions pF,( = F,) converge 
vers Lu dans ZF(Q). Soit par ailleurs T,, une suite de @‘(T’) convergeant vers 
you dans W2(T). On designe par u, la solution du probleme de Dirichlet 
Lu, = PF, > 
Alors u, appartient a ‘@(a) et a pour limite u dans F(Q). Comme ?rLu, = F, 
est une suite convergente vers ?TLU le resultat est demontre. Notons que T 
n’est pas continu et que cette application ne fait appel a aucune propriete de 
continuite de T. 
Notons encore ya I’application trace sur T de la d&iv&e conormale par rapport 
B la forme a qui est definie pour une fonction u reguliere par: 
y,u = gl (gl @+os 0, (11-2) 
oh ej designe I’angle de la normale exterieure a r avec le j&me vecteur de base. 
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THI?OI&ME 2. L’application ya : U-(Z?) -+ P(r) d$nie par (D-2) se prolonge 
par continuite’ en l’application ya : H&, -+ H-‘l”(I’) dkjinie par (II-I) et on a la 
formule de Green: 
Vu E Hi,, > Vv E H’(Q), (11-3) 
Dtkonstration. Soient u E Hi,, et w E HI(Q). I1 existe une suite u, E @m(n) 
qui a pour limite u dans Hi,, . On a alors: 
a+, , 4= s Lu,v dx + s Y~U,YOV da d-2 r 
oh yau, est definie par (H-2) et le resultat est obtenu par passage a la limite. 
11.2. Caractkre intrinsique de la d&iv&e normale d@.zie h pa& de la d&Se 
conormale 
Si u appartient a Hi(Q) on sait que les “d&iv&es tangentielles” de u ont une 
trace dans H-‘/“(r) (cf. [6]). La don&e de yau definie par (II-I) permet done 
de definir dans H-‘lz(r) une trace ~r,~ u de la dCrivCe normale exterieure de u. 
Cette trace depend a priori de a, nous allons montrer que yl,=u est independante 
de a car elle est en fait la limite dans H-‘/“(r) des quotients differentiels definis- 
sant la derivee normale pour une fonction rCgul&e. Les deux lemmes suivants 
nous permettrons d’etudier le probleme sous forme locale dans R+* . 
LEMME 11.2. Si u appartient d Hi,@ alors, pour tout& fonction positive p 
appartenant ci P(D), vu reste dans Hi,, . 
Dtkwnstration. On a bien sur v. H1(9) c--+ H1(D). D’autre part, Ccrivant: 
L(pu) = yLu + [L, p)]u, comme le commutateur [L, ~1 est un operateur diffe- 
rentiel d’ordre 1, [L, 91 u appartient 21 L2(Q) et done a 0. Pour verifier que 
FLU appartient a 0 on peut toujours supposer: Lu 3 0, 0 < 9, < 1. Si ZI > 0 
appartient B Hoi(O) on a alors: 
Le lemme decoule ensuite de la proposition 1.3. 
LEMME 11.3. L’espace 0 est stable par d@omorphisme. 
D&non&ration. En effet soit (G un diffeomorphisme d’un ouvert Q, sur un 
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ouvert ~2~ et supposons que le jacobien _I de #-I est une fonction %‘a(@. Si 
F appartient 2 W1(L$) on d&nit F 0 $J appartenant a H-1(.$) par: 
Vv E HoYQ,h <F 0 $7 v)H-I~~~,,H~~~~, = (F, @J 0 W I J I)H-ztn2j.H01cn,, . 
I1 est facile de verifier grace a la proposition I-3 que si F appartient B O(Qa) 
alors F 0 I/J appartient a O(Q,). 
Comme 52 est un ouvert t&s regulier on peut done se ramener par localisation 
et diffeomorphisme au cas du demi espace R+” = (X E [w” 1 X, > O}. Pour plus 
de commodite, on note x = (x’, y) avec x’ = (x1 ,..., x,-J et y = X, . Soit 0’ 
un voisinage ouvert borne de l’origine dans R-1 et soit E > 0; on pose 0 = 
OJJO, E[, _O = @JO, E[. Si 24 appartient a H1(0) on introduit les quotients differen- 
tiels de u Ie long de la normale interieure 2 jW+? 
Soit b une forme intCgrodi&rentielle definie sur HI(U) par: 
Vu, v E HI(O), b(u, v) = s, C bij D,u Dp dx 
l&p 
+ Jc, l<F<n biD,uv dx + j- bouo dx. (D \ 
On suppose que les coefficients de la forme b sont %Tw(fi) et que b est coercive 
sur H,l(O). On associe 5 b l’operateur differentiel elliptique: 
M(xp 0) = - C Djbdx) Di + C b<(x) D< + b,(x)1 
lgkp l&p 
et on a: 
Vu E HYQ, VZJ E HoYO), b(u, 4 = 0% ~)H-~~~~,Hd~o~ . 
Soient u et v dans HI(F) B support compact contenu dans 0; si de plus u ap- 
partient a HA,,(B) 1 a f ormule de Green (H-3) s’ecrit maintenant: 
Nu, 4 = (EMU, +cHlcm,,+lo, + (YG; YO~))~-~/~(~‘).~‘IB(~,~ 
Comme les d&iv&es tangentielles Dp, 1 < i < n - 1, ont une trace dans 
H-1lz(O’) la relation 
YbU + c L(x’, 0) yo D,u = L(x’, 0) 3/lb” 
L$<n-1 
definit la trace ylbu de la dtrivee normale exterieure de u. 
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THEORI&E 3. Soit u une fmction de H’(O) dent le support est compact et 
contenu duns 0. Si 
alors: 
Mu E @(Ho’(U), Hl(0)) (H-4) 
et de plus: 
Les quotients d@t+etatiels N&u convergent faiblment 
duns H-lJa(&‘) qwnd h tend vers 0 
lim N,,u = -ylbu. 
(11-5) 
(U-6) 
Rtkproquement si Mu appartient li (H-l(0))+ alors la condition (U-5) implique 
(11-4). 
Remarquons que les conditions (11-4) et (H-5) ne sont pas Cquivalentes m6me.s 
si I’on suppose que Mu appartient h (H,l(O))*. 
EXEMPLE II. 1. Soit u E P(]O, 1 [) solution de u” = Cn>s l/n@,,, - rjl,n+l,n~) 
On vkrifie que U” appartient ?t (H,l(]O, I[))* et que Nhu a une limite, cependant 
21” n’appartient pas, h 0. 
Dbtnonstratibn du th6ordme 3. 
1” Commengons par un rksultat prtliminaire. Soit v une fonction de W(Q) 
dont le support est compact et contenu dans _S et soit IJQ, : [0, co[--+[O, l] dbfinie 
par: 
n(y) = 5 pour 0 < Y < h, 
P)~Y) = 1 pour y t h. 
On supposera tOUjOUrS h GE. POsons f+,(X',y) = p&)V(X',y), dOrS Vh ap- 
partient A H,‘(O) et on a: 
pour 1 < i < n - 1, D&x’, Y) 5 V+,(Y) Div(x’, Y), 
pour a = n, &%(x’, Y) = i b;]~.lr[V(X’, Y) -!- %(Y) D~v(x’* Y) 
oh tlO, lD h[ est la fonction caractkristique de l’ouvert Silo, h[. Nous allons montrer 
que 2 ; et v sont deux fonctions de HI(B) dont les supports sont compacts et 
contenus dans 0 alors on a: 
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La premiere integrale a pour limite 0; reste a Studier la deuxieme. Comme les 
applications: 
y + bi,(x’, Y) D&x’, Y>, l<i<n-1, 
sont continues de [0, l [ ri valeurs dans H-1/2(ol) et que d’autre part l’application: 
Y - $x’9 Y) 
est continue de [0, c[ 2 valeurs dans ZW”(0’) (cf. [6]) on obtient: 
bi, D,UV dx’ dy 
= C <bi,(x’, 0) YO Diu, YO~‘)~-‘/*~~),~‘/~(~,~ . 
l$i(n-1 
D’autre part, comme b,,w appartient a F(O) on a: 
1 h 
I II x 0 8’ 
(b,,(x’, Y) vo(x’, Y) - L,(x’, 0) +‘, 0)) &4x’, Y) dx’ dy 
= 1; kh 1, (1’ D,(b,,p)(d, 0 dt) DnW, r> dx’ dY 1. 
En appliquant l’inegalite de Cauchy Schwarz on majore cette demiere expression 
par: 






(( s,, UW,,~)(W2 dx’ dt)“‘( s,, KL~(x’~ yN2 dx’)1’2 
< II Lv llH~(Oj ; (lh Y dy)l/‘(Lh jo, (&4x’, yN2 dx’ 4fi2 
et cette demikre quantitk tend vers 0 avec h. Comme u appartient 2 S(0) 
on obtient ainsi : 
1 h 
h 0 SI 0’ 




24(x’, h) - #(X’, 0) 
h 
w(x’, 0) dx’. 
Ces divers rksultats conduisent immkdiatement A 1’inCgalitC (H-7). 
2” Montrons que (H-4) implique (H-5). En utilisant la propriCtC I-5 on 
prouve facilement que : 
lnJ% v> (H’(L”))‘,H’(O;) = &p”, v&%9,,H~w, . 
Comme b(u, Q) = (Ah, TJ~)~~(@).~,Q~) il suit de (X-7) que l’expression 
s 0’ 
b&x’, 0) N,u(x’) v(x’, 0) dx’ 
a une limite quand h tend vers z&o. Comme (b&x’, 0))~l est une fonction 
GP(0’) et comme Nhu(x’) est tel que son support reste dans un compact fixe 
de 9’ il vient en dbfinitive que: 
VW E IP( O’), s m, A$,u(x’) w(x’) dx’ 
a une limite quand h tend vers 0. 
3” Montrons que (D-4) implique (11-6). (11-4) Ctant v&ifiC la relation (H-7) 
s’kcrit : 
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En comparant avec la formule de Green: 
il vient: 
$$ N,$d = -y& --f 
4” Montrons que si Mu est positif, (II-5) implique (II-4). La relation (II-7) 
montre que la limite de b(u, z+J = (Mu, o~)~-~(~J,~~,(~) existe. Le resultat 
decoule alors de la proposition 1.5. 
II.3. Gas des problhes mdle’s 
Soit T’, un ouvert non vide de r et posons I’ = V(Q, T,). On suppose que 
A 
l’ouvert Z = T - T, est aussi non vide. A la forme bilineaire a introduite au 
II-l on associe l’application Ar, E P’(W(Q), I”) definie par: 
Vu E Hl(SZ), VW E V, (A,u, v& = a@, v) 
On pose 0 = @(H,!(Q), V) t e ny designe maintenant le prolongement de 0 
dans V’ defini par (I-3). A 0 est associe l’espace: 
Hi,@ = {u E HI(Q); Lu E O} 
muni de la norme: 
DEFINITION. Pour u appartenant Q Hi,s(H,~(.a),v), on appelle trace surZ de la 
d&i&e conormale de u par rapport a a 1’ClCment oy,ru de (Ham’)’ qui est 
de&i par: 
t,,yo=(oraru) = A,u - *,Lu. (rr-8) 
Si AVu appartient a V* alors les composantes de A,u sur T~O(H~~(Q), V) et 
sur nvO(HO1(Q), V)‘- sont respectivement ny Lu et tOyOz(Oyraru) (cf.corollaire I-4). 
En procedant comme au theoreme 2 on obtient la formule de Green: 
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et 0ya4 est le prolongement de la trace sur A’ de la d&ivCe conormale d&inie 
par les fonctions regulikes. 
Rtmarque. Si u appartient gH~,.(,oln),H1(R))alorsuappartient aH~,e(H,~(R),V) ; 
on peut done Ccrire a la fois les deux formules de Green (H-3) et (H-9). 
Prenons dans (U-3) e, dans I’. alors: 
VW E v, <OY@% oYo=~)(H~~~~,,‘.H3cE) = <Ya% YO~)~-llP(j-).~‘la(~) * 
Si p appartient a B(D - F,), en notant yaulr la restriction de y,u a l’ouvert 
Zen a: 
En consequence: 
ora=u = Yl94.T * 
11.4. Rermrques 
L’espace Hi,* n’est pas complet pour la norme 
EXEMPLE 11.2. Soit u, E Hol(]O, l[) 1 a suite de fonctions definies par: 
u,(x) = x pour 0 <x <k 
u,(x) = ; pour i <xX1. 
Cette suite tend vers 0 dans @(IO, I[). PrenonsLu = -u”, alorslu, = Slln done 
Lu, tend vers 8 dans (Hl(]O,l [))‘. Comme TLU, = Lu, , la suite II, est done 
une suite de Cauchy dans Hi,e. Cependant elle ne converge pas dans cet espace. 
Cet exemple montre aussi que l’application T: 8 + (Hl(J0, l[))’ n’est pas 
continue et que par suite 8 n’est pas une bande. 
L’espace (W(Q))* est un Banach pour la norme: 
On en dtduit que Hi,, muni de la norme: 
III 11 IILL 8 = II u IIH’(n) + Ill dl Ill 
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est complet. En effet si u, est une suite de Cauchy pour cette norme, un con- 
verge vers II dans W(Q) et XLU, converge vers F dans (W(Q))*. Comme ~6 
est une bande, F appartient a r& et comme pF = Lu on a bien F = mLu. 
Notons que la suite construite B l’exemple II-2 n’est pas de Cauchy pour cette 
norme. D’autre part Ls(Q) n’est pas dense dans (H’(Q))* muni de la norme 
I/j 111 et en particulier @@) n’est pas dense dans Hi,, muni de la norme [I( iI/. 
D’autres espaces ont deja CtC utilises pour Ctendre la formule de Green. En 
particulier dans [6] on introduit l’espace. 
El = (u ELM; pD, l L2(&‘), i = l,..., n} 
oh p est une fonction spm Cquivalente a la distance a I’. Alors on obtient la 
formule de Green: 
Vu E Ip(s2) tel que Lu E ( YFl)‘, VW E HI(Q), 
4% 4 = a4 +(pl),,H’ + (yau, yo+H-l/qr) Hlla(r) . 
On verifie que ( @)’ n (HO1(.R))* est contenu dans 8 et cette inclusion est 
stricte. 
EXEMPLE 11.3. Pour 52 = IO, l[, f = &2 ( l/n5/4)Sr,n appartient a 0 mais 
n’appartient pas 1 (n)‘. Reciproquement (F)’ n’est pas contenu dans Q. 
EXEMPLE 11.4. Pour 52 = IO, l[, f = &b2 Sr,, - Srln+(rlnr) appartient 1 
(Sr)’ mais pas 5 (HJ(sZ))*. 
III. APPLICATIONS 
111.1. Interpre’tations d’t@ations et d’int?quations variationnelles 
Nous supposons que la forme a introduite au paragraphe II.1 est coercive 
sur Hi(Q). 
En utilisant le theoreme 2 nous pouvons interpreter immediatement le 
probkme de Neumann. 
THI~ORI~ME 4. Soit f appurtenant ri (HI(S)) dunt le restriction pf appartient 
~3 0. La solution u E Hl(.Q) de: 
VW E HW, a(u, 4 = (f, ~)~Hl~D~~~,Hl~Q~ 
est caractkisLe par: 
Lu = Pf, 
YaU = “Yixf - rpf ). 
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On pe-ut interpre’ter de menme I’+ation variationnelle correspondante au problime 
m&. 
Interpretation de problemes unilattraux. 
Ttioark 5. Soit f~ (P(G))* et Q un ensemble convexe fermk non vide de 
231(Q) tel que Q - (l-P(D))+ C Q. L a solution du problkme unilathal 
UEQ; 
VVEQ, 44 u - 4 < <f, u - v>~X~~n~~t.H~~R~ 
admet alors une trace y,+ et v&i$e de plus: 
Dhtwnstration. On obtient immediatement Au <f, il vient done que Au 
appartient a (W(Q))* et, par definition, que p Au = Lu appartient a 0. La 
solution u posdde done une trace yau. Comme on a: 
Au = rrLu + tyoya~ 
oti n Lu E & et tyOya~ E (T&)~, du theoreme 1 on deduit que 1’inCgalitC Au <f 
se decompose en: 
Lu < Pf, 
YaU G "ro'(f- TPf). 
En particulier pour le problbme d’obstacle sur 52 on a le rtsultat plus prtcis 
suivant: 
THBORBME 6. Soient f E (W(G))* et # E P(Q). La solution de l’int!quation 
variationnelle: 
est caracthiske par: 
u E H:,@ ; 
u<*;Lu<Ppf <+u - Pf), 24 - vo(H'(sa,)',H'(n) = 0; 
YaU < tYol(f- npf); <Y,U - "YG'(f- TPf), Yo(U - ?4)‘r-'lz(r),*liz(r) = 0. 
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Dthonstration. On applique d’une part le theoreme 5 et comme d’autre part: 
(Au -f, u - &+(R))‘,H’(6)) = 0, 
en decomposant Au -f sur les bandes z-O et (nO)l, on obtient le resultat. La 
reciproque est immediate. 
Pour le probleme m&lC on reprend les hypotheses et les notations du paragraphe 
11.3. On suppose ici que la forme a est coercive sur I’. Du theoreme 5 on deduit 
le resultat suivant: 
TH~OR~ME 5'. Soitf E V* et $ E Hi(Q) avec y3# > 0. La solution duprobl&me 
d’obstacle: 
(111-2) 
UE v, u < $b; 
VW E v, v < 4, 44 u - 4 d <f, u - vh,, 
admet une trace oya% et ve’rife: 
Lu <pf; 
ora=u d bYoZY (f - TV Pf )a 
Remarque. Si 4 appartient a V on peut caracteriser la solution de (111-2) 
comme au theoreme 6. 
TII.2. Estimation pour la solution du problime d’obstacle 
Pour plus de clarte donnons deux CnoncCs distincts pour le cas du probkme 
de Neumann et celui du probleme m&Y 
THPORBME 7. On suppose la forme a coercive SUY HI(Q). Soient f E (W(Q))* 
et # E Hi(Q) avec A$ E (H’(Q))*. La solution de (III-l) vkife alors: 
(111-3) J5.u >pf AL*, 
YaU 3 tYaf- 7Pf) A Y& 
THBOR~ME 7’. On suppose la forme a coercive sur V. Soient f E V* et * E HI(Q) 
avec y3$ >, 0 et A,$ E V*. La solution de (III-2) vhifie alors: 
(111-4) 
Lu >Pf A w; 
oya4 2 ("ore")-'(f- TPf) A oYa=*. 
Des inegalites du type de celles des theoremes 7 et 7’ apparaissent, semble-t-il, 
pour la premiere fois en theoiie axiomatique du potentiel dans une note de 
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Mokobodski et Sibony [9], [8] et pour des potentiels newtoniens dans un article 
de Lewy et Stampacchia [5]. Elle est verifite ensuite independamment et par 
des methodes differentes pour le cone des potentiels d’un espace de Dirichlet 
[I] et pour les solutions de certaines inequations aux dCrivCes partielles [7], [ 121. 
Dans [7] Mosco et Troianiello traitent le cas des conditions de Dirichlet et font 
une hypothbe un peut differente de celle du theoreme 7’; L# dans le dual d’ordre 
de &l(G) est remplace par: # est continue sur D et LI) est une mesure (non 
necessairement dans (H,,‘(Q))*). M 0 y ennant quoi I’inCgalitC Lu > Lz/ h 0 est 
prise au sens des mesures. Dans [12] T roianiello gtnCralise, sous les mGmes 
hypotheses que celles du theoreme 7’ mais par une methode differente de la 
notre, l’inegalite dans l’ouvert !G pour tout probleme pose dans un espace 
intermediaire entre H$(sZ) et W(G) ce q ui contient, entre autre, la cas periodique. 
La demonstration que nous utilisons ici est, pour ce qui concerne I’Ctape 3”. 
celle qu’Ancona [1] donne pour verifier le principe de la reduite dans HI(Q). 
Le reste de la demonstration consiste a se ramener au cas oh l’obstacle + est 
dans le m&me espace V que la solution sous la seule hypothkse A,# A 0 E V* et 
interpreter ensuite, par les theoremes 1 et 2, le principe de la reduite qui se 
decompose en une inCgalitC dans &? et une inCgalitC sur une partie de r. Une 
telle decomposition a deja CtC indiquee dans Murthy et Stampacchia [IO]. La 
forme que nous lui donnons ici et la methode de demonstration semblent 
nouvelles. On trouvera dans [3] une application de ces inegalites a l’etude de la 
regularit& pour la solution d’une inequation quasi variationnelle. 
Dbmonstration du thiorkme 7’. Quitte a retrancher la solution GE V du 
probleme mixte A$ = f ou peut toujours supposer que f = 0. Nous allons 
alors montrer que la solution de (111-2) verifie I’inCgalitC: 
A,u > A& A 0. (111-5) 
Pour 9 E F(B) avec &II > 0, notons u(v) la solution du probleme d’obstacle 
sur q: 
u(v) E v, u(p) G 9J; 
VW E v, v < v, a(&), 4~) - -74 < 0. 
Dans les deux premieres &apes on se ram&e au cas oti # appartient B V. 
1” Pour # E F(Q) et &* 2 0 on a: 
(111-6) 
En effet soit v E V tel que A,v < 0, on a u(v) = w. Si de plus w < (b, le theoreme 
de comparaison de [4] montre que u(v) < u(4). Done: 
a(#) = v {w E v, v < tj, AVW < 0). 
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D’autre part par ce meme theoreme, en comparant a(w) et la solution de: 
24 E v, vu E v, a(u, 24 - w) < 0, 
on obtient que A,v < 0 implique v < 0. Par suite: 
u(,,h)= v{wEV,Z,<~AO,A,~<O) 
= u(l) A 0). 
2” Pour # E W(Q) avec y2# > 0 et A& E V* on a: 
AY(# A 0) E V* et AY(# A 0) 2 (A&) A 0. (111-7) 
Cette inegalite decoule du resultat suivant: 
LEMME 111.1. Soient u et v E Hi(Q) tels que A+ A A,v E V. Alors 
A& A w) 3 (At4 A (A.+ 
Dhonstration. Soit # E Hi(Q) et f E V’, on note T(#, f) la solution T E s(Q) 
de: 
Vv E Hi(Q), y% = y&b, U(T, T - v) < (f, r - w)~P,~. 
D’aprb le theoreme de comparaison T est une application croissante. On a done: 
T(U, A,u A A,o) 2 + A v, A+ A A& 
T(0, A,u A Ayv) > $24 A v, A,u A A& 
et par suite 
T(U A 2), A,u A A,o) < T(U, A,u A Avet) A T(W, A,u A Ag). 
D’autre part comme T(u, A,u A A,v) = u et T(V, A,u A Avv) = u on a: 
T(U A V, A,u A A,o) = U A W. 
On en dtduit immediatement que: 
A,@ A v) Z (Avu) A (Ad 
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3” D’aprb (111-6) et (111-7) pour demontrer (111-5) il suffit de montrer cette 
CgalitC pour # A 0 c’est a dire pour un obstacle appartenant B I’. On utilise ici 
les arguments de [l]. Soit v E V la solution du probleme mixte A,g, = (A&) A 0. 
Montrons que u(p, - u(#)) = 9) - ~(4). Estimons pour cela: 
On a Cvidemment: 
D’autre part 
(ii) 44% 44) - (p’ - 4?J - 4w) G 0. 
En effet de la definition de v il en resulte que u(p, - I/) = 9 - zJ. Comrne 
v - u(#) > p - I,!I par la croissance de a on obtient u(v - u($)) 3 u(p) - 4) 
et done -4~ - u(#)> + P < rG ce qui montre (ii). Enfin comme A,gr < 0 
(iii) 4-a 49~ - u(#)) - (9’ - +fQ>>> < 0.
En ajoutant (i) (ii) (iii) on obtient C < 0 et par suite u(p) - u(4)) = v - ~(4) 
Done AY(~ - u(#)) < 0 soit encore comme A,g, = (A,#) A 0 
Ceci termine la demonstration de (111-5). 
4” Sif # 0, l’inegalitt (III-5) devient 
Avu 2 (A,#) A f (IIT-8) 
En decomposant cette inegalite sur TO et (~-0)~ (0 = @(W(Q), V)) on obtient 
les inegalites (III-4). La demonstration du theoreme 7 n’utilise que les &apes 
1” 3” 4”. 
111.3. Caractkisation de la solution du problhne d’obstacle de type m&U 
On reprend les notations du paragraphe II.3. Designons respectivement 
par T, ry ,7~r les prolongements de O(Hol(Q), F(Q)) B (W(Q))‘, de @(Hoi(Q), I’) 
a I”, de O( V, F(Q)) a (W(Q))‘. On note aussi pv la restriction: v’ + fPi(s2). 
LEMME III.2. On a la dkomposition en somme directe ordonnie: 
7r@( v, Hi(Q)) = q&yQ), Hi(Q)) @ tyo=(H’yz))*, (m-9) 
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oli tyo”(Hl12(2))* est la bande ktrangb-e dans T+@( V, Hi(Q)) de la bunde ~O(H&2), 
H’PN. 
Dimonstration. De (I-13) en posant A = @(V, Hi(Q)) n rr,O(HO1(Q), V) 
B = O(V, H1(Q() n tOyO~(H$,2(Z))* on tire: 
O(V, Hl(.Q)) = A @ B. 
On obtient facilement A = z~~O(H~~(f2), HI(Q)) et par suite: 
?rlA C T&(H,~(SZ), H1(Q)). 
RCciproquement si f appartient k T&(&~(Q), Hi(Q)) on a: 
Notant p1 la restriction: (H’(Q))’ ---f V’ on a: pJ E O(V, Hi(Q)) et par suite: 
""P"Plf = Plf. 
Done vlrvpvpJ = f = nIp1 f ce qui montre que vrlA 3 ~0(H&2), S(Q)). 
D’oti 1’CgalitC: 
(i) rlA = &(HO1(Q), Hi(Q)). 
D’autre part si f appartient B B il existe g dans (Hik2(Z))* tel que f = toyorg. 
Pour w Clkment de V on a done: 
<Tf, v> (H'(S)))'.H%-2) = <f) %." = <g, oro=~>(H~g"(~,,'.H~l,"(C)' 
Supposons rlf > 0; pour u 3 0 appartenant A W(Q) on a: 
Par suite g est positivement prolongeable en un ClCment j appartenant B EW2(,ZY) 
et on a: 
Cd u> w'w)'.H'(m = (i, ~o=u)~-~,~(=),~~,~(~) . 
On a done ?rlB C tyor(H1/2(Z))*. 
RCciproquement soit g E (EW2(Z))* et f = tyorg. 
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On peut toujours supposer g > 0. On a pour u dans W(G): 
<TPlf, 4 (H’(R))‘,@(S)) = sup <f, +v.v 
O<O<U 
VEV 
Comme H:!,‘(Z) est dense dans iYl&Z) il existe une suite w, E Hiis avec 
lim, w, = yo% dans EW(zl). On a alors aussi Iimn((wn v 0) A yo% = yo% 
avec de plus 0 < (wn v 0) A yo% < yozu. Done: 
<~lP,f, qy'(*))yf'(n) = (is yo=#)H-'la(p),H'lr(=) 
et par suite f = n,pJ ce qui montre que rrlB 3 tyOz(H1~2(~))* et prouve I’CgalitC: 
(ii) nlB = tyoz(ZP/2(Z))* 
Comme r1 est un homorphisme (111-9) decoule de (i) et (ii). 
En utilisant (I-12) et (111-9) on a: 
COROLLAIRE. 
flyLq* = TrO(H&2), w(q) @ tyO=(Hyq)* @ ty3(H1’2(q))*. 
LEMME 111.3. Soit u E W(Q) tel que AVu E @(V, W(Q)). Alors yaulz E 
(IW2(Z))* et on a: 
“l&U = nJ5.u + tyo=(yaUlz) (111.10) 
Dhonstration. Comme A,u appartient A @(V, W(Q)), Lu est dans @(H,l(Q), 
Hi(Q)); on peut done definir yau comme Clement de H-1/2(I’) et on a: 
Au = rrLu + tyoya~ 
La restriction ~~241~ appartient a priori A (HAt(Z))‘, nous allons montrer qu’elle 
est en fait plus reguliere. D’aprb le lemme III.2 on a: 
fllA yu = T Lu + tyozj(u) oh j(u) E (fP(Z))*. 
D’autre part, comme l’application ~2: Hi(Q) --f W2(T,) est surjective on a 
aussi: 
Au = Tr,A”U + ty3k(u) OfTi k(u) E H-yr,>. 
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Pour toute fonction ‘p dans 9(0 - rr) on a done: 
Par suite, au sens de .9’(Z): Y~UI~ = j(u); comme 59(Z) est dense dans W”(Z) 
on tire que Y~Z+ appartient Q H-1/2(Z) et co’incide avecj(u) qui est dans (W2(E))* 
Au paragraphe III.4 nous aurons besoin du resultat suivant qui complete 
le precedent. 
LEMMR 111.4. Soit u E Hi(Q) tel que A,u E 0(V, H’(Q)). Alors yaulg E 
(H112(2))*, yaulrl E H-1/2(Tl) et on a: 
(111-11) Au = du + “ro=(w Ir) + %‘&u II-,,. 
Dbmonstration. Pour toute fonction v dans 9(a - z), on a, d’aprb ce qui 
precede: 
6% v> (H’(n))‘*H’(n) = (nLu, ~)(H’(PW.H’(R, + (YUUJ ~0aT%LH’h-~ 
r1 = (Q-h F4(&-J))‘.H’(R) + <w, Yo &1/qr ) H’ia(r ) 1’ 1 
done Y~z+-, = k(u) qui appartient a W112(I’,). 
Le theoreme 7’ et les resultats precedents vont nous permettre de caracteriser 
la solution du probleme d’obstacle de type m&16. 
TH$OR&ME 8. On suppose la forme a coercive SUY V. Soient f E 0(V, Hi(Q)) 
et a,b E Hi(Q) avec y&G > 0, A,# E V*, (A,#) A f E 0(V, Hl(SZ)). 
Alors la solution de (111.2) est caracterisee par: 
A,u E 0( V, Hi(Q); 
avec rlf = fi + tyorg2 oh fl E rrO(Hol(IR), W(Q)) et g, E @W2(Z))*. 
D.hmonstration. En appliquant (111.8) on a: 
f > A,u > (A,#) hf. 
Comme f et (A,$) A f appartiennent a 0( V, W(Q)) il en est done de m&me pour 
A+. 
930/34/z-6 
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Montrons que: 
(111-12) <4%u - f), u - ~)(H’(~))fH’(~) = 0. 
En effet, d’une part cette expression est Cvidemment positive et d’autre part, 
d’aprbs la dbfinition de zrl : 
elle est nkgative. 
D’autre part, d’aprks (111.9) et (III.lO), l’inkgalid 
se dkompose en: 
aLu-ff, GO, fYor(Ya% - g2) < 0 
En utilisant (III.1 2) il vient done: 
La rtciproque est immbdiate. 
111.4. Comparaison pour l’ordre spkifque 
Soit 1,6 E W(Q) avec y&5 >, 0. Dbignons par u(g) la solution de: 
4$) E v, 4#) G *, 
vv E v, v < *, 449% 49) - v) < 0. 
On sait que u est une application croissante pour l’ordre nature1 de F(Q). 
Nous allons montrer qu’elle est encore croissante pour un ordre plus fin que 
l’ordre naturel. 
T&OR&ME 9. On suppose que la forme a est coercive SW V et gwnktrique sur 
Hi(Q) x zqsz). s oient I+$ E W(Q) tels que Y&J& 3 0 et A,#, E O(V, S(Q), 
i = 1, 2. Alors sous les hypothdses: 
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on a 
Dbmonstration. Notons or le prolongement de O(V, Hi(Q)) dans (W(Q))* 
et cri = u(&). En vertu de (111.12) on a: 
<T~Avu~ > ui - #i>(H~(~)),,H~(n) = 0, 
qui s’ecrit aussi (Lemme WA). 
(111-13) 4ui 3 ui) = a(ui, #iI - (YcPi Ir, 9 ~~~~)~-‘la(~~),~lls(r,) . 
Pour tout zi E V tel que A,v E O(V, Hi(Q)) avec A,v < 0 on a: 
<rlAvv, ui - #i)(Hl(Q)),,H*(cq 3 0 
ce qui s’ecrit en utilisant de nouveau le lemme 111.4: 
(111-14) ah 4 3 a(v, $4 - baui bly ~figi)~-‘ie(~~),~‘il(~~) . 
Tenant compte du fait que a est symetrique, il vient aprb avoir retranche 
(111-14) a (111-13): 
Vv E F’ tel que A,v E 0-j V, W(Q)), 
<Am > ui - v>v.v 
(111-15) < (A&, ui - v>V’,V - (Yfd” - v, Ir, 9 Y~~i)~-lk~r,),~‘ir(r,) 
Pour i = 1, dans (III-15) on choisit comme fonction test 
v, = cfz + T(U1 - 4 
oh 7: V-t V est l’application qui a u E V associe T(U) solution de: 
T(U) fz v’, T(U) >, u, 
vv E v, v 3 u. a(r(u), $4 - v) < 0 
Ce choix de vi est licite car, d’apres le theoreme 7’ formule (III-S) (Ccrit pour 
le probleme d’obstacle “au dessus de t,Y’) on a: 
done: 
Avv, = Avu, + 44~1 - 4 < (A.4 v (44 
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et comme A,us est dans @(V, W(Q)), A,zJ, appartient aussi B O(V, W(Q)). 
Reportant cur dans (111-15) il vient, en posant u = crl - u2 : 
Dans (111-15) avec i = 2 on choisit: 
w2 = 01 - T(Ul - UJ. 
Con-me precedemment on obtient: 
Ava, > A,v, = Avu, - &(a, - 02) 3 (Avd A (Avd 
done AVa, appartient a &(F’, W(9)). On obtient alors: 
Retranchant (111-17) a (IIL16), il resulte que: 
@bus u - dd)v,>v < <-M$, - A), 0 - ~(u)>v,v 
(III-18) - 
Par hypothese, en utilisant (III-IO), on a A,($, - #2) 3 0. De plus comme 
-&(u - T(U)) = 0 et comme CI - T(U) < 0, en utilisant le theoreme 3, on a 
immediatement: 
En consequence, de (111-18) on dtduit: 
(Avu, u - T(“)>v*.v < 0. 
Comme on sait que <A,T(u), T(U) - u)+,~ < 0, il en resulte que T(U) = u 
et par suite: 
A,u = Avu, - A,o, > 0. 
La conclusion s’obtient ensuite grace aux lemmes 111-2, HI-3. 
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